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Se presenta una visión conjunta de la Cartograffa aa-
te.ática con una síntesis de la teorfa general de las
proyecciones. las representaciones iso.étrica y geodési-
ca y la teorfa gtneral de la representación confor.e dan-
do una .etodologla parausu estudio. Se aco.pafta una ex-
tensa bibliograffa actualizada.
1. INTRODUCCION
La cartografía es la ciencia que trata del
establecimiento de las cartas de todo tipo. Engloba
todas las fases de trabajo desde los primeros le-
vantamientos hasta la impresión final de las car-
tas. Etimológicamente la palabra cartografía pro-
viene del griego "graphein" (escribir o describir)
y del latín "charta" (papel) si bien en algunas
ocasiones se ha usado "topos" (lugar), del griego.
Tambi~n se ha utilizado mucho la palabra geo-
grafía, de amplia aceptación desde Ptolomeo quien
la definió como: "La geografía es la representación
gráfica de la totalidad de las partes conocidas
de la Tierra con todo lo qu~ en ellas figura. Re-
presenta las posiciones y configuraciones únicamen-
te por medio de líneas y símbolos. EstQ nos permi-
te, con el concurso de la" roa temática, concebir de
un solo golpe de vista el conjunto de la Tierra
en una imagen parecida a la que veríamos desde la
bóveda celeste en su movimiento por encima de nues-
t ras cabezas". Desde esta época las ciencias geo-
gráficas se han renovado y diversificado. La pala-
bra cart.ografía comenzó a utilizarse en la segunda
mitad del siglo XIl. Cebrián y Los Arcos, en su
obra Proyecciones geográficas, de 1895, quizá el
estudio sobre proyecciones más importante hecho
en España en este tiempo, escriben siempre y juntas
las dos palabras, corografía o cartografía J para
referirse a esta ciencia.
La Asociación Car-t ográf í ca .Internacional dio
en 1966 la siguiente, definición de cartografía,
que fue adoptada por la UNESCO: "Conjunto de es-
tudios y de operaciones científicas, artísticas
y técnicas que, a partir de los resultados de ob-
servaciones directas o de la explotación de una
documentación, intervienen en la elaboración de
cartas, planos y otros medios de expresión, así
como de su utilización".
En el proceso cartográfico se distinguen las
siguientes fases: Concepción, constituida por el
estudio teórico de leyes, principios y sistemas
de representación; podría llamársele cartografía
matemática. Producción, selección de datos, escala
y materialización de sistemas de proyección, cul-
minando con las técnicas de reproducción; está
íntimamente ligada con la geodesia que le propor-
ciona la red de apoyo y con la topografía y foto-
grametría que le facilitan la obtención de datos·
sobre el terreno y que para algunos constituyen
una parte de ésta. Utilización, forma de facilitar
la comunicación de la información contenida en una
carta y que conecta con todas aquellas ciencias
que en algún momento han de servirse de represen-
taciones de la superficie terrestre.
El dominio de la cartografía ha trascendido,.
en los últimos años del ámbito de la Tierra, pues
ya se dispone de buenas cartas de la Luna y los
planetas.
Si bien la cartografía puede considerarse como
una ciencia por su origen, por sus medios y por
sus fines, la cartografía práctica no deja de ser
una técnica, al menos por sus medios, pues es bien
sabido que el actual desarrollo de la cartografía
está en función del de sus técnicas; pero es más,
en el aspecto producción e incluso utilizacióntam-
bién la cartografía tiene algo de arte, si bien
sus premisas coartan ciertamente la imaginación.
Como el objeto inmediato de la cartografía es
el establecimiento de cartas, debe definirse de
una manera precisa el concepto de carta. La misma
Asociación Cartográfi~ Int~rnacional la define
como: "Representación convencional, generalmente
plana, en posiciones relativas de fenómenos concre-
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tos o abstractos xcca Lí z.ab Le s en el espacio". Una
·definición más completa la da el profesor Salicht-
chev, quien escribe: "Re.presentación reducidat ge-
neralizada, matemáticamente precisa de la superfi-
cie terrestre sobre un plano, que muestra la situa-
ción, di s tribución y relaciones de los di versos
fenómenos naturales y sociales, escogidos y defini-
dos en función del objeto de'cada carta. La carta
permite igualmente mostrar las variaciones y los
desarrollos de los feqómenos en el tiempo, así como
sus factores de Jlovimiento y de desplazamiento en
el espacio".
Durante mucho tiempo la car-ta se ha utilizado
casi exclusivamente para materiali:z.ar itinerarios
terrestres o marítimos, o posiciones de estrellas
en eL firmament:o. La aparición de necesidades de
todo tipo: científicas, militares, demográficas,
etc., han adaptado y construido cartas 'espe: iales
a su propia utilidad. Estos trabajos han permí t-í.do
un desarrolló y una justificación critica de los
méto~os utilizados y de la cartografía misma.
El contenido de una carta y su modo de repre-
sentación son función del objeto asignado a la
misma y de las necesidades que debe cubrir; así
pues el dar una clasificación exhaustiva de las
cartas es poco menos que imposible, sin embargo,
podemos agrupar las según sus características funda-
mentales y clasificarlas, por su escala, por sus
deformaciones, por la naturaleza de meridianos y
paralelos, por su extensión, por su fin; o bien
en honor a su principal pr-omobor , A excepción de
estas últilllas y de las cartas temáticas, el resto
van a venir ya definidas por el sistema de proyec-
ción utilizado y las propiedades que de él se de-
riven.
La representación plana de la superficie te-
rrestre es de gran importancia en geodesia y topo-
grafía; el sistema de proyección adoptado puede
facili tar el empleo de coordenadas rectangulares
en los cílculos de triangulación y a ellos hay que
tender. Fue Tissot el primero que dio normas sobre
la elección de sistemas de proyección más conve-
nientes para la ejecución de los trabajos topográ-
ficos y publicación de la carta a gran escala. En
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el capitulo II de su célebre Memoria escribe: "En
la construcción de una carta a gran escala desti-
nada a 105 servicios públicos, la condición más
importante que cumplir es la relativa a la conser-
vación de ángulos. No es necesario que el sistema
de proyección los conserve rigurosamente; pero no
dobe alterarlos sino en cantidades suficientemente
pequeñas para que cada hoja de la carta constituya
un verdadero levantamiento topo¡ráfico". En el ya
citado trabajo de Cebrián y Los Arcos, se dan nor-
mas muy concretas para la determinación del sistema
de proyección que ellos creen más conveniente para
el mapa de España.
Debe emprenderse, por consiguiente, el estudio
de la cartografía por el de los diferentes tipos
de. proyecciones, fundamentalmente las conformes,
equivalentes, atractozónicas, perigonales, perihá-
licas, perimecoicas, aphilácticas en sus diferentes
clases; los desarrollos cilíndricos, mericilíndri-
cos y epicilíndricos, los cónicos, mericónicos y
epicónicos y también las proyecciones centrales
y las policónicas. En todos ellos será fundamental
el estudio de las fórmulas de la proyección, de
las deformaciones tanto angulares, lineales como
superficiales; los paralelos y meridianos de la
carta también deben atenderse con cuidado, pues
es con ellos con los que se construirá la 'red co-
rrespondiente y, en fin, deberán ponerse bien de
manifiesto las principales propiedades y caracte-
rísticas de cada proyección y sus principales apli-
caciones •
.Mención aparte debe hacerse de las proyecciones
isométricas y geodésicas acompañándQlas de los
correspondientes desarrollos matemáticos que las
gobiernan.
Hemos dejado parPt el final la teoría general
de la representación conforme que es sin duda el
sistema de proyección más generalmente empleado
y que por lot'anto debe estudiarse en profundidad.
Dentro de esta teoría se incluirán las proyecciones
~s en uso, esto es la Mercator, Lambert, estereo-
gráfica y UTM.
Actualmente el estudio de la cartografía pre-
senta tres vertientes bien difer.enciadas, la carto-
grafía matemática, la cartografía automática y las
técnicas de reproducción, siendo estas últimas
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las que están en pleno desarrollo con el concurso
de ordenadores y la gran cantidad de equipos auto-
máticos que continuamente aparecen. No obstante,
un buen conocimiento de la cartografía matemática
es necesario para poder sentar claramente el pro-
ceso cartográfico en su verdadera dimensión y para
poder efectuar las aplicaciones geodésicas y topo-
gráficas a que da lugar.
2. TEORIA GENERAL DE LAS PROYECCIONES
En esencia la cartografía matemática se va a
ocupar del establecimiento de las relaciones entre
el espacio origen, elipsoide o esfera, y el plano,
bajo las condiciones que en cada caso se imppngan,
y en el estudio de las deformaciones que se produz-
can. Este problema entra de lleno dentro de las
teorías de la representación y es la ley de la
deformación de Tissot la que nos hace ver que "Toda
representación de una superficie sobre otra puede
sustituirse en el entorno de cada punto, por una
proyección ortogonal hecha a una escala convenien-
te", de donde, un circulo infinitesimal trazado
sobre una superficie se transforma en una elipse
que se denomina elipse indicatriz de Tissot. Además
el teorema de Tissot: "En cada punto regular de
la superficie origen hay dos curvas con tangentes
perpendiculares entre si, y sólo dos si los ángulos
no se conservan, tales que sus representaciones
sobre la carta son también ortogonales, de manera
que tanto sobre la superficie como sobre el plano
existe un sistema de trayectorias ortogonales y
si la representación no conserva los ángulos existe
uno solo cuyas proyecciones sobre la otra superfi-
cie son también crtogona Ies", En estas condiciones
puede emprenderse fácilmente el estudio de los .se-
miejes de la elipse indicatriz, de las alteraciones
de ángulos, de longitudes y de superficies.
Antes de entrar en el estudio particularizado
de los diferentes sistemas de proyección es conve-
niente establecer algunas condiciones generales
de las proyecciones conformes y de las equivalen-
tes.
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Definiendo las proyecciones conformes como
aquéllas que conservan los ángulos de elementos
homólogos, se llega inmediatamente a que una prime-
ra condición de conformidad es que la elipse indi-
catriz. de Tissot sea un círculo, los semiejes a
y b serán iguales, a = b, Y esto nos lleva a la
condición analítica,
1 ay
pn
1 ax
=rfi'
1 ax
p at = -
1 ay
r a,>, '
siendo x =. x(. , >.), Y = y(., x) las ecuaciones de
la proyección y p, r los radios de curvatura del
meridiano y paralelo respectivamente. Introduciendo
la latitud creciente E definida de la forma
f. =1" ~d" •
estas condiciones quedan independientes de meridia-
nos y paralelos, esto es,
3x
a'
Ahora bien, estas relaciones no son otras que
las ecuaciones de Cauchy-Riemann, que son ias que
debe satisfacer la función de variable compleja
z = x + i Y = f(E + i>.)
para que sea analítica en el punto z, previniendo
que existan y sean continuas las derivadas parcia-
les. Por consiguiente podemos decir que: "Toda
función anal! tica y regular representa una trans-
formación conforme". Observando que, en este caso,
las componentes x e y son funciones armónicas, las
ecuaciones generales de las proyecciones conformes
serán de la forma:
y = f(E + i>.)+ f1(E iA),
ix = f(E + H) f1 (E H),
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y como x e y han de ser reales, si f es real
f, ha de ser la misma función y si f es imaginaria
f I será su conjugada. La determinación práctica
de proyecciones conformes consiste en determinar
f y f 1 imponiendo condiciones a los elementos que
se correspondan en la transformación.
Así por ejemplo, la condición de que uno de
los meridianos de la carta sea rectilíneo se tradu-
ce por y = 2f(~), si a esto se le añade que la or-
denada del punto intersección del meridiano con
el paralelo de latitud • sea constantemente igual
a ~ se obtiene inmediatamente
que son las fórmulas de la proyección de Hercator
que se estufHará detenidamente en su .olllento. De
esta foraa pueden determinarse infinidad de pro-
yecciones conformes.
Se definen las preyecciones equivalentes como
aquéllas que conserva.n las áreas cAe las figuras
representadas. Esto nos lleva a la condición de
equivalencia
1 (3y ax _ ax 3y) "" 1
pr a. al 3. 3l
y si definimos una nueva variable por
l=f.t. rdt,
la condición queda. independiente de lIeridiano-s y
paralelos, es decir
= 1.
En este caso es fácil ver que las ecuaciones
generales de las proyeccionea equivalentes son~
x • ¡(l,l) 'fdl / ax _
f(x) + (rr)f., x·,y -
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siendo g y f funciones arbitrarias de x que deben
ser consideradas como constantes en la expresión
3xde a¡, •
Con estas ligeras consideraciones generales
sobre proyecciones conformes y equivalentes, ya
puede pasarse al estudio pormenorizado de los
principales sistemas de representación. Vamos a
dar alguna~ ideas al respecto.
Proyecciones perspectivas, son aquéllas que
se obtienen proyectando la superficie origen, que
supondremos esf'ér íca ; sobre un plano generalmente
tangente a la misma desde un punto situado en la
perpendicular a dicho plano t.raaada por el centro
de la esfera. Si llamamos D a la distancia del cen-
tro de la esfera, que supondremos de radio unidad,
al punto de vista, su magnitud nos va a determinar
el sistema perspectivo. Asi mismo la colatitud
8. sel centro de. proyección nos va a clasificar
el sistema.
El caso más general que puede presentarse es
cuando D > 1 y e. cualquiera, así se obtendrá la
perspectiva general eseenográfica oblicua.- En esta
proyección, tanto los paralelos como los meridianos
de la carta son elip$es. Al ser D variable y mayor
que 1, existirán infinitas proyecciones escenográ-
ficas oblicuas entre las que destacaremos las peri-
aecoicas que hacen minima la deformacióil lineal,
para un hemisferio resulta D = 1.6180. Muy intere-
sante también es la perspectiva de La Hire -en la
que la transformada del arco de meridiano de 45°
de amplitud, contado a partir del polo, es igual
a la transformada del mismo arco e igual amplitud,
a partir del ecuador. Para D = 2.148 se obtiene
una perspectiva perihálica que hace minima la de-
formación superficial pasa un hemisferio. En el
caso en que 8. = O se obtiene la escenográfica po-
lar donde los meridianos son rectas conc.urrentes
y lós paralelos son círculos. Si se·hace &. = 90°
resulta la escenográfica aeridi4na que es simétrica
respecto a los ejes coordenados.
El origen de la proyección escenográfica se
remonta a 1701 en que La Hire la utilizó para re-
presentar planisferios celestes sobre el plano de
la ecliptica, posteriormente Parent (1704) le hizo
algunas aodificaciones. Un siglo después vuelve
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a ponerse de actualidad con los trabajos de Lowry
(1824) y sir Henry Hames (18S7), coronel del ejér-
cito inglés, la utilizó para representar las dos
terceras partes del globo y que A.R. Clarke la
extendió hasta los 1130• S con W1 valor de D dis-
tinto. Estas proyecciones fueron también estudiadas
por Tissot en la búsqueda de mínimas deformacio-
nes.
En el caso D = • resultan las proyecciones
perspectivas ortográficas de las cuales, para
8. cualquiera resultan las horizontales por ser
el plano de la proyección el del horizonte del lu-
gar, tanto los meridianos como los paralelos son
elí.pses , Para e. = o se denominan ecuatoriales cu-
yos meridianos son rectas y paralelos circW1feren-
cias que conservan su verdadera magnitud. Si
8. ". 90° .obt endr-eaos las ortográficas meridianas
en las que los paralelos son rectas paralelas al
eje x y los meridianos elipses cuyo semieje mayor
es 1 y cuyo eje menor coincide con el eje x.
La invención de los sistemas ortográficos se
atribuye a Apolonio de Pérgamo y a Hiparco de Ni-
cea (ISO a.C. )• En la antigüedad se usó con el
nombre de "Analema" y Ptolomeo escribió sobre ella
un tratado del que DeLambr-e:en su Historia de la
Astronomía Antigua hace un estudio crítico. Ptolo-
meo empleaba esta proyección para calcular la po-
sición I del Sol. El español Rojas utilizó la pro-
yección ortográfica en la construcción de astro-
labioi y de ahí el nombre de Astrolabio-de Rojas
con que se ha conocido esta proyección. Fournier
y Varem la propusieron para la construcción de ma-
pamundis y La Guillermine en 1843 publicó un atlas
ortográfico. También fue usada por Garnier (1862)
'y Thoulet dio las reglas para ei trazado del -enre-
jado de meridianos y paralelos. Se emplea para car-
tas -de la Luna o de un astro visto por un observa-
dor terrestre.
En el caso D = O resultan las proyecciones
perspecti vas gnomónicas, en las que el Plll.l to de
vista es el centro de la esfera; en las oblicuas,
con 8. cualquiera, los meridianos son rectas y los
paralelos cónicas. Las directas, con 8. = O, produ-
cen meridianos rectilíneos que forman con el primer
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meridiano ángulos iguales a sus longitudes los
1 1 ' l' ,para e os son c~rcu os concentricos. En las trans-
versas, con 6, ; 90°, los meridianos también son
rectas y los paralelos hipérbolas.
Las ~r~ncipales aplicaciones de las proyeccio-
nes gnomoru cas se han dado en la cons trucci ón de
cartas celestes, pues son ventajosas para repre-
sentar, las constelaciones. También se emplean en
geolog~a y en navegación marítima y aérea. El ori-
gen de esta proyección quizá sea anterior a Thales
d~ H~}eto (548 a.G.), quien la utilizó en la pre-
d~cc~on de eclipses de Sol. Se empleó en la cons-
trucción de relojes de Sol, fue bautizada con el
nombre de Horóscopo aunque más tarde tomó el de
gnomónica debido al indicador de la hora de los
relojes s?lares. H~c~os han sido los autores que
han estud.i.adoy ut í lí.aado esta proyección, desta-
quemos por ejemplo a Lambert, Hayer, Germain, Pro-o
ny! etc. En la actualidad, es utilizada en astrome-
tr~~ como base para el calculo de las coordenadas
estandar para la aplicación, por ejemplo, del m~~n-
do de Turner.
De las proyecciones pe rspcct Ivas. la más im-
portante es aquélla en que D = 1, es decir la pro-
yección estereográfica, su importancia le viene
del hecho de ser la única perspectiva conforme";
el punto de vista es el diametralmente opuesto al
de tangencia. En las oblicuas los meridianos s~n
circunferencias Y los paralelos también. En las
directas, que son las más empleadas, los meridianos
son rectas concurrentes en el polo y los paralelos
circunferencias concéntricas •. En las transversas
los meridianos son circulos que pasan por los polos
y los paralelos círculos con centros alineados en
el eje y.
La proyección estereográfica fue utilizada por
Hiparco de Nicea para representar la esfera celeste
dándoleel nombre de Planisferio, aunque su inven-
ción se atribuye a ptolomeo. Fue.modificada, pasan-
do a oblicuas, por el árabe Abuiz.acde Azarquiel,
de Córdoba J que vivió en Toledo en el siglo XI,
cuando era conocida como Astrolabio de Gemma. Su
primera aplicación a la construcción de mapas data
de 1514 en la representación de Werner. En 1544
volvió a utilizarla, en su forma meridiana, Fineo
y fue Hercator quien extendió esta proyección en
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su atlas. El nombr-e de estereográfica se debe al
jesuita D'Aguillon (1613). Su uso continúa vigente
en la actualidad y a ella nos referiremos en otro
momento.
Proyecciones centrales son proyecciones que
tienen un carácter local, los círculos verticales
se representan por un haz de rectas conservándose
los ángulos acimutales, los almicantarados se re-
presentan por circunferencias concéntricas comple-
tas.
A causa de la conservación de los ángulos antes
indicada, se denominan a veces acimutales y también
cenitales. En realidad este grupo de proyecciones
cabe considerarlas en el de los sistemas perspec-
tivos. Entre las más interesantes pueden destacarse
las centrales conformes y las equivalentes; dentro
de estas últimas se encuentran: la proyección cen-
tral oblicua equivalente de Lambert, la polar equi-
valente de Lorgna, que es una perspectiva con
D = 3, las proyecciones anulares en las que el polo
se representa por un círculo de radio finito en
vez de un punto, la meridiana equivalente de Lam-
bert en la que los meridianos cortan perpendicular-
mente al ecuador y los paralelos son ortogonales
al meridiano central y al que limita el hemisferio,
ésta última puede extenderse a" la totalidad del
globo mediante el conocido artificio de Hammer-
Aitoff dando lugar a la proyección que lleva su
nombre, transformando la pr6yección de Lorgna ~or
este artificio se obtiene la proyección de Brrea-
meister.
Otro grupo importante de proyecciones centrales
lo constituyen las proyecciones centrales aphilác-
ticas de G. Postel, también llamadas cenitales
equidistantes que cabe considerúrlas como perspec-
tivas con D variable, en ellas las distaricias es-
féricas de los ulm í c antaradas a lo largo de los
verticales se conservan en la carta, son líneas
automecoicas. Completan el sistema de proyecciones
centrales la intermedia de Br-cus ing y la central"
compensadora aphiláctica de Airy. Las principales
aplicaciones de las proyecciones centrales ha sido
en la construcción de mapamundis y para la confec-
ción de cartas de eclipses de Sol.
Proyecciones co~cas son aquéllas obtenidas
por proyección sobre un cono tangente o secante
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cuyo eje coincide con un diámetro del globo; casi
sólo se usan las directas en las que los meridianos
se transforman en rectas concurrentes en un punto,
y los paralelos en arcos de circunferencias con-
céntricas en aquel punto. En las proyecciones có-
nicas propiamente dichas el ángulo entre dos meri-
dianos rectilíneos de la carta no es igual al co-
rrespondiente del globo, su relación, n, se denomi-
na constante del cono. Según sea n resultan distin-
tos grupos de proyecciones cónicas. Si n ;:; 1 la
proyección de un casquete esférico estaría repre-
sentada por un círculo completo (proyección este-
reográfica ecuatorial). Si n > 1 habría superposi-
ción en la representación de una zona esférica.
Si n < 1 resulta el desarrollo cónico tradicional,
variando n < 1 resultan los diversos casos que co-
rresponderán a diversas posiciones del- cono que
generalmente se supone tangente o secante al globo.
La cónica central es la única perspectiva desde
el centro de la Tierra,.pero no suele usarse.
Debido a las grandes deformaciones que en ge-
neral se producen en las zonas alejadas de los pa-
ralelos automecoicos, estos sistemas no se reco-
miendan para la representación de la Tierra en su
totalidad. Sin embargo, si la zona -a representar
es pequefia, la proyección cónica es recomendable,
aunque se deberá tener en cuenta la forma elipsoi-
dal de la Tierra. La orientación del eje del cono
dará lugar a las proyecciones cónicas directas,
transversas y oblicuas. Estas proyecciones quedarán
'determinadas en cuanto se conozca n y el radio del
paralelo de la carta.
~ gran cantidad de proyecciones cónicas exis-
tentes no nos permite hacer un estudio pormenoriza-
do, citaremos sólo las más importantes. Dentro de
las proyecciones cónicas equivalentes tenemos las
de Lambert, las perigonales, la -troncocónica equi-
valente- de Albers con dos paralelos aut oaeco í.cos,
en cuyo sistema se construyó el mapa del mundo a
escala 1/10.000.000 sobre el eLí psoade de Clark,
las de P. Murdoch la primera de las cuales, que
es troncocónica, conserva distancias entre - para-
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lelos siendo la segunda gnoaon rca epicónica pero
equivalente. Entre las epicónicas que se obtienen
por proyección perspectiva ~estacan la de Braun
y la segunda de Murdoch. Entre las conformes desta-
quemos la cónica conforme de Lambert, una de las
proyecciones más importantes a lo largo de la his-
toria de la cartografía y de la que nos ocuparemos
detenidamente después, no obstante digamos que en
ella estaba la proyección militar reglamentaria
en España.
Proyecciones mericónicas son aquéllas en las
que los paralelos, automecoicos o no, son siempre
arcos de circunferencias concéntricas pero los
meridianos no son rectilíneos como antes, sino cur-
vas trascendentes concurrentes en un punto; en es-
tas condiciones no existen proyecciones mericónicas
conformes. Entre las mericónicas equivalentes mere-
ce destacarse la proyección de Bonne que tiene
paralelos, circulares concéntricos automecoicos y
meridianos hiperbólicos, y que ha sido la base del
Mapa Militar Itinerario de España en escala 1/
/200.000. Este mapa comienza a formarse en 1882
como ampliación del anterior 1/500.000 en proyec-
ción modificada de Flamsteed. Sólo presenta plani-
metría hasta 1929 en que se incluyen curvas de
nivel. En 1951 se unifica con el MTN. El 1/200.000
tiene como ejes el meridiano de Madrid y su per-
pendicular trazada por el punto de latitud 400
elegido como paralelo medio. La red de meridianos
y paralelos es de 30' en 30' desde 340 30' a 440
30' en latitud y de +60 a _80 en longitud, abarca
por tanto la península Ibérica, Baleares y Norte
de Africa formando un rectángulo compuesto de 110
hojas rectangulares de 63 x 46 cm. Un caso particu-
lar de la proyección de Bonne es la proyección de
Werner (1514) en la que el paralelo medio se reduce
a un punto y presenta un contorno muy caracterís-
tico.
Proyecciones cilíndricas son las obtenidas por
proyección sobre un cilindro tangente o secante
a la esfera cuyo eje coincida con un diámetro del
globo. El desarrollo de la superficie cilíndrica
proporciona la red de la proyección. Si el eje del
cilindro coincide con la línea de los polos la pro-
yección es directa, entonces los meridianos de la
superficie están representados por _rectas paralelas
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separadas entre sí. por distancias proporcionales
a sus diferencias de ~ongi tudes y los paralelos
por otras rectas perpendiculares a las anteriores.
Las posiciones de los diferentes puntos de la carta
se refieren al sistema de ejes formado por la pro-
yección del primer meridiano como eje de las y
y la del ecuador como eje de las x. Entonces y será
función de la latitud y x de la longitud. La única
proyección cilíndrica directa conforme que exaste
es la muy importante proyección de Mercator (1569)
que trataremos en su momento. También tienen impor-
tancia las equivalentes y las perigonales. Entre
las aphilácticas merece destacarse la proyección
plana cuadrada con ecuador y meridianos automecoi-
coso Entre las equivalentes sobresale la cilíndrica
equivalente de Lambert, que es una proyección sobre
el cilindro según sus normales. La proyección cen-
tral cilíndrica es una proyección perspectiva desde
el centro de la esfera, ni es conforme ni equiva-
lente, al igual que la secante de Callo
Cuando el eje del cilindro está en el plano
del ecuador, entonces tanto él como las generatri-
ces son perpendiculares a la línea de los polos,
teniéndose entonces las proyecciones cilíndricas
transversas. En este caso los meridianos y parale-
los de la carta son curvas trascendentes. Como pro-
yecciones características de este tipo citaremos:
La proyección de Gauss, que dio lugar a la hoy
mundialmente utilizada proyección UTM y que se es-
tudiará más tarde; la cilíndrica conforme transver-
sa de Lambert, recomendada para países que se ex-
tiendan -a lo largo de un meridiano; la proyección
equidistante transversa de Cassini cuyos meridianos
son automecoicos y fue utilizada en _la construcción
del mapa topográfico de Francia de 1800 hojas a
escala 1/86.400 que fue comenzado en 1750 y con-
cluido en 1815.
Entre las proyecciones cilíndricas oblicuas
destaca la proyección de Kahn utilizada para la
construcción de cartas itinerarias en navegación
ortodrómica aérea, es conforme y muy útil hasta
150 del circulo máximo de tangencia.
Otras proyecciones interesantes son las pers-
pectivas epicilíndricas con punto de vista fijo
y móvil; éstas son perspectivas de los diferentes
puntos de la superficie sobre un cilindro de re-
volución alrededor de la línea de los polos, en
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el primer caso el punto de vista fijo se haya sobre
esta línea, si coincide con el centro de la Tierra
se obtiene el desarrollo gnomónico epicilíndrico,
en el segundo describe una circunferencia concén-
trica con el ecuador estando situado a ciento
ochenta grados del punto que se desea representar,
ejemplo es la proyección de Braun (1868).
las proyecciones aericilíndricas son aquéllas
en las que los paralelos del globo están repre-
sentados en la carta por rectas paralelas; los me-
ridianos de la proyección pueden ser líneas cuales-
quiera. Si los meridianos son rectas concurrentes
en un punto la proyección se llama trapeciforme.
Dentro de las mericilíndricas destacan: la equiva-
lente con meridianos automecoicos; la de Collignon
de contorno cuadrado y paralelos rectilineos; la
equivalente de Babinet o proyección de Moll\;;eide;
de contorno circular, meridianos semielipticos y
paralelos -rectilineos con la particularidad de que
en su centro de proyección la alteración angular
no es nula, la proyección de Bartholomew es su
aspecto oblicuo; las proyecciones interrumpidas
de Coode, que disminuyen las deformaciones de la
de Molweide para ~onas alejadas del meridiano cen-
tral, son muy empleadas por su vistosidad sobre
todo la que agrupa continentes; la proyección de
Flamsteed o sinusoidal de Nicolás Sanson es equi-
valente con paralelos rectilineos equidistantes;
la proyección estereográfica equivalente de Prepe-
tit Foucault , Entre las mericilíndricas aphilác-
ticas destacan la de Pedro Apiano (1524) con primer
meridiano y ecuador automecoicos, la de Loritz
(1527). la ortográfica meridiana, la. segunda de
Fournier con meridianos elípticos propuesta en
1646 y la proyección de Arago, utilizada en su
Astronomía Popular. No existen proyecciones meri-
cilíndricas conformes.
Existen otros modos de r-epr-e sencac í.én que no
son, propiamente hablando, sistemas geométricos
de proyección; ~al es el caso de las proyecciones
poliédricas, policéntricas y naturales. Aquí se
circunscribe el elipsoide con un poliedro compuesto
por numerosas caras que son planos tangentes ,cada
una de las cuales se trata aisladamente, tomando
su punto de tangencia. como centro de proyección.
Se divide la superficie en zonas comprendidas entre
dos meridianos y dos paralelos próximos que quedan
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representadas por trapecios rectilíneos isósceles.
En las policéntricas la proyección utilizada es
la gnomónica. El nombre de naturales proviene del
hecho de que la porción de superficie que encierra
cada trapecio puede considerarse como plana y se
comporta como una carta topográfica, sea cual sea
el sistema de proyección elegido.
La importancia de estas proyecciones naturales
es que és t.e fue el sistema elegido en 1870 para
la formación del Mapa Topográfico Nacional 1/
/SO.OOO. Está dividido en hojas de 20' de base en
el sentido de los paralelos y lO' de altura en el
de los meridianos. Consta de 1.130 hojas de las
que 1.078 corresponden a la Península y Baleares
y 52 a las islas Canarias. Los parámetros del elip-
soide adoptado entonces son los de Struve ·de semi-
eje mayor a ~ 6378298,3 m. y excentricidad e a =
"" 0.00677436. Las ediciones modernas utilizan el
elipsoide internacional y la proyección UTM,
Proyecciones policónicas son aquéllas en que
la superficie de proyección está formada por varias
cónicas tangentes o secantes a lo ·largo de los
par~lelos. Los ,paralelos de la carta son arcos
de circunferencia que tienen sus centros' en linea
recta, los meridianos son curvas tras~,;ndenteso
Policónicas rectangulares son aquellas proyecciones
policónicas que conservan la perpendicularidad en~
tre los meridianos y los par'akeLos , entre éstas
merece destacarse la proyección policónica rectan-
gular del Coast and Geodetic Survey de los Estados
Unidos (US.C. and GS) que se emplea en mapas de
pequeña escala y en la que el ecuador y primer
meridiano se representan por rectas perpendiculares
entre sí y sobre ellas se conservan las verdaderas
magnitudes de los respectivos arcos rectificados.
Otra policónica importante es la policónica ordina-
ria del US.S. and C.S. q~e no es rectangular sino
aphiláctica, los paralelos son automecoicos; en
esta proyección se encuentra el Mapa Militar Espe-
cial Progresivo de los Estados Unidos. En proyec-
ción policónica ordinaria modificada, reempla~ando
meridianos curvilíneos por las respectivas cuerdas
y aproximando los paralelos entre si para que los
± 2° del central sean automecoicos, se encuentra
la Carta Internacional del Hundo 1/1.000.000
(1909); el globo terrestre se divide en 60 husos
iguales y cada huso en 4.4 trapecios curvilineos
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y dos triángulos esféricos, resultan así 2.760 ho-
jas. A partir de las correspondientes hojas de la
CIM, se realizó en 1943-49 el Mapa del $abara Espa-
ñol 1/500.000; cada hoja de la CIM da lugar a 4
del Sahara cada una de las cuales abarca 2° en la-
titud y 3° en longitud, en total resultan 20 hojas,
está construido con los parámetros del elipsoide
internacional.
Citemos por último entre las policónicas aphi-
lácticas la primera proyección de Fournier que tie-
ne meridianos elípticos con eje mayor común la lí-
nea que une las proyecciones de los polos que son
puntos singulares, los paralelos son arcos de cir-
cunferencia. Señalemos también la existencia de
proyecciones policónicas conformes y equivalentes,
y la existencia de sistemas hibridos como las pro-
yecciones de Winkel, Eckert, Ra í sz, las interrum-
pidas de Code y Cahill, etc.
Existen otros muchos tipos de proyecciones de
las que por su cantidad y escaso interés cartográ-
fico, naga diremos. Son éstas las esféricas o glo-
bulares, meriesféricas, estrelladas, de S~hmict,
de Litrow, de Cuyon, de Pierce, de Adams, de Labor-
de, ctc., etc.
3. REPRESENTACION ISOKKTRlCA
La representación de una superficie p(u,v) en
otra Pl (u, ,v,), establecida por las expresiones
UI ••Ul(U,V), v , - vdu,v)' se dice que es isollé-
trica' cuando deja invariantes los ángulos y las
distancias. Así pues, las primeras formas diferen-
ciales dsz = E duz + 2F du dv + G dVz,y ds: = E,duz
+ 2FI du dv + .Gl dv", correspondientes a puntos
homólogos, coinciden y esto no~ permiteestablycer
las condiciones de isometría:
En toda isometria se conserva la curvatura de
Gauss K,' como se' comprueba sin más que tener en
cuenta el teorema egregium de Gauss. El recíproco
no es cierto.
Estudiaremos la representación isométrica I sólo
en aquellos aspectos que estén relacionados con
las representaciones cartográficas, por lo que no
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se tratarán los clásicos problemas de Minding y
Bour sobre la determinación de isometrias. La teo-
ria se desarrollará en coordenadas geod6sicas pa-
ramétricas lo que nos permite afirmar que la prime-
ra forma fundamental dsz de una superficie en coor-
denadas geod~~icas siempre puede reducirse a
ds2 ; du2 + C(u,v)dv2 de forma que se verifique,
bien r'C(O,v) ; 1 Y [fu IC(u,v)] u=O ; O, o bien
IC(O,v) ; O Y [:u IC(u,v)]u::O :: 1, según el siste-
ma de cccrdenadás geodésicas elegido. Además, la
curvatura de Causs adopta entonces la forma
1
K = - /O ::
con la cual se demuestra fácilmente un importante
teorema de Minding: "Todas las superficies de igual
curvatura constante son isométricas". En particu-
lar, para K = O resulta que todas las superficies
desarrollables pueden ser representadas isométri-
camente sobre un plano; y esto nos garantiza per-
fectamente la utilización en cartografía de los
desarrollos cónicos y cilíndricos. También se con-
cluye que toda superficie de curvatura constante
positiva K puede representarse' isométricamente
sobre una esfera de radio 1/i'K. Por último, las
superficies de curvatura K negativa también pueden
representarse isométricamente unas sobre otras,
aun9ue este caso ya no tiene interés para nosotros.
4. REPRESENTACION GEODESlCA
Una representación se dice que es geodés.í.ca
cuando conserva las líneas geodésicas, por tanto,
toda representación isométrica es también geodési-
ea, el recíproco no es cierto. Evidentemente dos
superficies arbitrarias no se pueden representar
geodésicamente, y habrá que investigar aquéllas
que tengan interés en cartografía; esto nos lo
resuelve perfectamente el siguiente teorema de
Beltrami: "Las únicas superficies que pueden repre-
sentarse geodésicamente sobre el plano son las de
curvatura ccnst.ant e", La demost rac Ién clásica de
este teorema es un verdadero ejercicio de manejo
de Lac ecuac í cne s de Gauss, de Weingarten y de
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Mainardi-Codazzi, lo que nos indica claramente que
un estudio profundo de la cartografía matemática
debe hacerse sobre una base sólida de geometría
diferencial de superficies.
La representación geodésica de s~perficies ar-
bitrarias ha sido motivo de estudio de diversos
autores, entre los que podemos destacar a Liouvi-
lle, Dini y Lie, cuyas obras se consultan con pro-
vecho.
5. TEORIA GENERAL DE LA REPRESENTACION CONFORME
Definiendo la representación conforme como
aquélla que conserva los ángulos, la teoría general
de la representación conforme nos va a caracteri-
zar, lIIedianteuna serie de teoremas, las diferentes
condiciones a la vista de las cuales podremos decir
que estamos ante una tal proyección y, recíproca-
mente. las condié'iones que debemos imponer para
establecerla. .El estudio de la representación con-
forme es de una importancia fundamental en carto-
grafía, pues hoy día es en este sistema en el que
se construyen prácticamente todas las cartas, una
vez que se han comprobado sus grandes ventajas para
los trabajos geodésicos y topográficos globales.
A manera de resumen citaremos los teoremas más
interesantes al respecto:
Teorema 1. Es condición necesaria y suficie~te
~ara que una representación sea conforme, que ex~s-
t a proporcionalidad entre los element,os de arco
d~ y dS
1
correspondientes a puntos homo~ogos. Esto
es, que los coeficientes de las respect~~a~ pr~me-
ras formas fundamentales de J as super-f í.c.í.es sean
proporcionales. Se escribe
E'
1ds ; k ds, de donde, k :
1 E
F Ci
I I
:. _::1
F e
al coeficiente k se le llama escala local o módulo
lineal.
Teoreaa 2. Es condición necesaria y suficiente
para que una representación sea conforme que exista
semejanza en lo infinitesimal.
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Teoreaa 3. Es condición necesaria y suficiente
para que una representación sea conforme que se
correspondan las familias de curvas isótropas. Las
curvas isótropas nos permiten definir los sistemas
isométricos· como aquellos (u,v) para los que
dsz = h(u,v)(duZ + dvl). Se demuestra que en toda
superficie puede definirse una infinidad de siste-
mas isométricos y se concluye con el siguiente
Teoreaa 4. Dos superficies admiten una repre-
sentación conforme siempre que a un sistema isomé-
trico de una de ellas le corresponda un sistema
isométrico de la otra. Además
Teoreaa5. Si (u,v) es un sistema isométrico,
~ualquier otro sistema isométrico (a,a) queda defi-
nido por Q + iB - f(u + iv) siendo f una función
analítica arbitraria de variable compleja. Por con-
siguiente mediante sistemas isométricos podemos
representar conformemente una superficie sobre otra
de infinitas-maneras.
La tecrIa de funciones de variable compleja
permite establecer las condiciones que deben cum-
plir las regiones de las superficies entre las que
se puedan establecer representaciones conformes.
En especial es el teorema de Riemann el que indica:
Toda región simplemente conexa en el plano, que
no sea el plano mismo, puede representarse confor-
memente sobre -el disco abierto unidad mediante una
aplicación biyectiva •
.Esta forma de introducir la teoría general de
la "representación conforme en esencia se debe a Ga-
uss cuya memoria al respecto apareció en 1822. Una
buena base de geometría diferencial y análisis de
variable compleja posibilitarán su aplicación.
Establecidos los criterios de conformidad, el
primer paso será la obtención de las fórmulas de'
la representación, es decir de la ley matemática
de la .correspondencia. Después habrá que estudiar
las propiedades métricas de los elementos transfor-
mados y en especial lo referente a las transforma-
das de las líneas geodésicas ,de la primera super-
ficie, que en general no serán geodésicas de la
segunda sino que formarán con ellas unos ciertos
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ángulos que será preciso conocer. Igualmente habrá
que conocer la diferencia entre la longitud, entre
dos puntos, de la línea transformada y -La de la
~eodésica que pase por e!los. Estos problemas pue-
den plantearse en términos de las curvaturas geodé-
sicas de las curvas transformadas, lo que, por
consiguiente, habrá que analizar cuidadosamente.
En estas condiciones pasamos al estudio de la
representación conforme del elipsoide sobre el
plano que, en sus diferentes sistemas, tiene en
cartografía un interés especial. La primera repre-
sentación conforme mencionada en la historia es
la proyección estereográfica, llamada a veces de
Ptolomeo (150 d.C.), aunque pudo ser conocida por
Hiparco (150 a.C.); su utilización era puramente
astronómica, principalmente para la construcción
de astrolabios, que en la edad media sirvieron a
navegantes y astrónomos. Él matemático flamenco
Cernma Frisius (1540) empleó la proyección estereo-
gráfica en la construcción de mapas aunque parece
que el nombre de estereográfica fue dado por el
belga F. d'Aguillon "(1613). El verdadero iniciador
de la utilización de la proyección conforme fue
Cerhard Mercator ..(1512-\594) quien con Ortelius
y Blaeu pertenecía a La escuela de grandes cartó-
grafos flamencos de los siglos XVI y XVII. En un
principio la geodesia efectuaba sus cálculos sobre
la esfera y elipsoide, y es a partir de los tra-
bajos de Lagrange y Causs cuando se empieza a desa-
rrollar la teoría de la representación plana con-
forme del elipsoide con fines geodésicos; en el
siglo XX ya se adopta esta forma de cálculo de modo
definitivo y su teoría queda completamente desa-
rrollada, entre otros por Schreiber, Krugger, Hatt,
Drí.encourt , Roussilhe y Laborde. .
Las coordenadas utilizadas para describir el
elipsoide son la latitud t y la longitud A y para
el plano las cartesianas (x,y), entonces las condi-
ciones de conformidad estab~ecen que:
y F1 = o.
El estudio de las deformaciones -y las aplica-
ciones con fines geodésicos han hecho que de las
infinitas representaciones conformes del elipsoide
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sobre el plano, sólo cuatro hayan perdurado, éstas
son: la proyección est er-ecgr-áf Lca polar, la cónica
conforme de Lambert. la cilíndrica conforme de Mer-
cator y la conforme de Oauss adoptada pa.ra la ~e-
presentación UTM. En cada caso alguna sera ventaJo-
sa, así para una zona extendida a lo largo de un
paralelo conviene el sistema de Mercator para la-
titudes ecuatoriales, el sistema Lambert para la-
titudes medias y la estereográfica para latitudes
polares J para una zona extendida a lo largo de cm
huso es conveniente el.sistema de Gauss.
El método más consecuente para establecer pro-
yecciones conformes ~s la correspondencia de sis-
temas isométricos, como se desprende del teorema
4, para ello habrá que investigar primero tales
sistemas en el plano y en el elipsoide. En el plano
los sistemas isométricos más representativos son
el cartesiano (x,y), donde ds ! ;;. dx ! + dy2 con
h ;;.1, Y el que procede de las coordenadas polares
(r-, 'Y) Y que designaremos por (u.v) donde u =
= ln{r/r o ), v = y - Yo con h ;;.r2, re y Yo son
constantes de integración. En el elipsoide el sis-
tema isométrico más conveniente es el que procede
de (~,).) y que designaremos por (L,).) donde .L =
e • e d~ recibe el nombre de latitud creciente oe r
variable Mercator, ya estudiada en otra parte. Con
(L,A) resulta h = r2 donde r es el radio del para-
lelo.' El establecimiento de una correspondencia
funcional entre sendos sistemas isométricos nos da-
rá las representaciones conformes buscadas .
. En toda representación conforme juegan un papel
fundamental las llamadas líneas isométricas a lo
largo de las cuales la escala local k es constante;
sus trayectorias ortogunales son las líneas isomor-
fas. Además se demuestra que: por cada punto de
la proyección pasa una línea Lsomé t r í ca y sé Lo una;
la escala local no puede ser nula pero que puede
ser infinito y por último que en toda representa-
ción conforme biunívoca existe un'punto o una línea
isométrica donde la escala local queda mínima e
igual a la unidad, le llamaremos isométrica esta-
cionaria o de base.
La correspondencia funcional entre los sistemas
isométricos (u,v) y (x,y) se efectúa, en virtud
del teorema 5, sin más que escribir
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x ; x + iy ; f(w) ~ f(u + iv) = x(u,v) + iy(u,v) ,
debiendo vcrificarse las condiciones de Cauchy-
Riemann
ax ; ;¡y
au av
ax
av
- ;¡y
au
En la práctica, como f será der í vabIe , se efectúa
el desarrollo de Taylor y resulta:
2 lo
X = f(u) + ~ fll (u) + ~ f1V (u) + • • •
2! 4!
y ::vfI(u)
, s
v fIII (u) + ~ fV (u) + •••
3! 5!
desarrollos que son válidos en los dominios ordi-
nariamente.utilizados.
A veces el problema se plantea imponiendo con-
diciones a los elementos transformados, lo que nos
lleva a resolver' el problema de Dirichlet con una
adecuada elección de los sistemas isométricos.
La segunda cuestión en importancia en el estu-
dio de la representación plana conforme del cl í p-
solde ya se dijo que es el estudio de las curvatu-
ras de las transformadas planas, esto se hace por
medio de las siguientes fórmulas: fórmula de
Schols-Laborde
r ; 1 dk
k dnl
que expresa la curvatura de la jmagen de una geo-
dés í ca en función de la derivada del coeficiente
de escala local según la normal a la curva, en
particular nos indica que la imagen de una geodé-
sica perpendicular a la isométrica admite una cur-
vatura nula; fórmula general
que expresa que la curvatura r de la transformada
de una curva cualquiera e es, la suma de la curva-
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tura de la geodésica que le es tangente en el punto
considerado (re> y de la curvatura geodésica (r~)
de la curva e dividida por la escala local.
Estas fórmulas nos permiten establecer un con-
junto de propiedades de las líneas isométricas y en
especial de la isométrica estacionaria.
Si considera~os la curvatura de Gauss K de la
superficie, podemos deaostrar que está relacionada
con la escala local k y con la curvatura ri de la
isométrica mediante la ecuación diferencial:
k d2k _ (dk)2 + k dk ri _ K ~ O ,
dt: dt1 dt1
siendo t1 la abcisa curvilínca contada en el planoa lo largo de la isomorfa. En función de la abcisa
curvilínea t sobre el elipsoide resulta:
d2k dk 2 dk"
k - - 2 (-) + k2 - r i - k2 K = O.dt~ dt dt
Estas ecuac í ones diferenciales permiten enun-
ciar la siguiente propiedad fundamental en una
proyección conforme cualquiera: la abcisa t1 de
la imagen de un punto, contada sobre la isomorfa
viene dada ~n primera aproximación por
K st1=t+l)t,
donde K ~ l/Np es la curvatura total de la superfi-
cie de revolución considerada y esto es válido
siempre que ri quede finita. Igualmente la deforma-
ción lineal viene dada por
t2k - 1 = K
2
lo que nos indica.que ésta crece rápidamente según
.nos alejamos de la isométrica de" base, razón por
la cual debe restringirse el campo de aplicación
de una proyección; así por ejemplo, en el easo par-
ticular del elipsoide terrestre, si se desean de-
formaciones inferiores a 1/1000 habrá que limitarse
a una región de unos 300 kilómetros a uno y otro
lado de la isométrica de base. Si la. isométrica
de base se reduce a un punto (proyección estereo-
gráfica), la fórmula anterior se transforma en
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k - 1
t 2:;:K
4
Entiéndase bien que, para usos geodésicos, tomando
la escala local en su verdadera magnitud, estas
restricciones pueden evitarse siempre que las de-
formaciones puedan calcularse perfectamente.
Con todo lo visto puede pasarse al cálculo de
las deformaciones, as í la reducción angular a la
cuerda queda expresada en ambos extremos por
dVA :a ~ f,;1 (SI - sl)dsl Y dVa = ~1:lsldsl,
I Al 1 Al
siendo SI la longitud del arco AIB! de curva trans-
formada. Numéricamente estas integrales se calculan
por la fórmula de tres niveles y resulta
1
dVB = 6 [2 r , + r B1 SI'
La al teración de longitudes viene dada, por
el mismo procedimiento, por
1
kB1S 1 t 4 1SI =- Ó[kA + 4k• + y S :;: -[ - + + kB]S¡;6 kA k.
Y la reducción del arco a la cuerda por
A ;: SI - DI 1 s:rz=- 24
La reducción de las deformaciones con fines
prácticos se realiza por el conocido artificio de
Tissot, dando lugar a los sistemas secantes que
deberán estudiarse en cada caso particular. Si
es e el valor absoluto de 1<'. máxima deformación
y k el valor de la escala local correspondiente}
k :;: 1 + e, el artificio de Tissot consiste en re-
ducir ( a la mitad sin más que multiplicar k por
un factor k¿ = (k+l}/2k, este factor se denomina
factor de reducción de escala.
Estamos ya en condiciones de pasar al estudio
de las principales proyecciones conformes del elip-
soide sobre el plano, lo que haremos brevemente.
La proyección de Mercator se obtiene estable-
ciendo, entre los sistemas Lscmé t r i.cos (1: + iA)
del elipsoide y (y + ix) del plano, la correspon-
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d~ncia: y + ix = m(~ + il), donde m es una constan-
te que suele tomarse igual a la unidad, entonces
las ecuaciones de la proyección son:
1 '" e/2= í 1 [ (w !)( -esen Y) ]Y = og tag 4 + 2 l+esen t '
x = l.
Geométricamente representan una proyección conforme
del elipsoide sobre la superficie de un cilindro
que le es tangente a lo largo del ecuador cuya
representación es el eje x, siendo el eje y la de
un meridiano origen.
La escala local viene dada por k = a/Ncos e ,
por consiguiente la red de isométricas está formada
por los paralelos y la de isomoTfas por los meri-
dianos. El ecuador es la isométrica estacionaria.
La curvatura de las imágenes de geodésicas se
obtiene por
r = sen t sen Z
a
donde Z es el acimut de la geodé s í ca en el punto
considerado.
Esta proyección puede estudiarse bajo dos as-
pectos, para cartografía a gran escala en una zona
centrada en el ecuador con una extensión de ·2 ó
3 grados en latitud a cada lado, y para empleo en
navegación donde resuelve todos los problemas si
se exceptúan las regiones polares.
El coeficiente de reducción de escala que suele
aplicarse vale ko •• 0.9993, por el que se mul ti-
plicarán·las fórmulas antes de su empleo.
La proyección de Lambert se obtiene estable-
ciendo, entre los sistemas isométricos (~ + i A)
del elipsoide y (log ~ + iy) del plano la corres-
Ropondencia:
R = Ro eA(~ - ío) ,
'Y .;: A(>. - >'0>'
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donde A es una constante por determinar, 10 que
se hace por elección del par-a lclo au t omccoico que
también determina Ro' En definitiva las ecuaciones
de la proyección son:
R = Ro e-sen ~o(~- ~o)
Ceométricamente representa una proyección conforme
del elipsoide sobre la superficie de un cono de
revolución que le es tangente a lo largo del para-
lelo de latitud to'
La escala local viene dada por la relación
k = ~ sen to, por consiguiente las isométricas sonr
los arcos de círculo de radio R y las isomorfas
las imágenes rectilineas de los meridianos. La
ecuación diferencial de la escala local permite
escribir su expresión en función de la abcisa cur-
vilinea, arco de meridiano ti, cuya imagen es la
isomorfa; integrando dicha ecuación se obtiene el
llamado desarrollo de la meridiana que a veces se
emplea en la proyección de Lambert limitada.
La curvatura de las imágenes de geodésicas se
obtiene por
r = sen t - sen to sen Z ,
R sen to
donde Z es el acimut de la geodésica en el punto
considerado.
Antes de pasar a la puesta en práctica de la
proyeccrcn Lambert conviene estudiar el paso de
un sistema Lambert a otro, problema que suele plan-
tearse con frecuencia cuando la zona por represen-
tar sobrepasa los 600 Km. de anchura. El uso de
funciones de variable compleja facilita la resolu-
ción.
Las fórmulas prácticas ~e aplicación de la pro-
yección Lambert no son universales, pues van a de-
pender de las condiciones que el organismo utiliza-
dor imponga •.Así por ejemplo en Franc í.á se utilizan
las fórmulas de la proyección directamente, se
emplea el elipsoide de Clarke (1880) Y se divide
el territorio en cuatro zonas. En los países'anglo-
sajones se fijan a priori las la ti tudes de dos
paralelos automecoicos, y se emplea como variable
la colatitud isométrica. Este método se ha utiliza-
do en la construcción de la WAC(World Aeronautical
Char t ) destinada a reemplazar la proyec~ión de la
CIH (Carta Internacional del Hundo) 1/1.000.000.
Las WACestán hechas por zonas de 4° con paralelos
automecoicos a 0° 40' de los paralelos del borde
de la zona. El valor de k varía entre' 0.999730 y
1.000676. Se utiliza el elipsoide internacional.
Otro sistema Lambert importante es la proyección
Lambert de la u.s. Air Force.
En España existe la proyección cónica conforme
de Lambert modificada que constituye la proyección
Mili tar Reglamentaria. Sus fórmulas siguen en al-
gunos aspectos la tendencia anglosajona, pero en
otros no. Está extendida entre los paralelos 36°
y 44° y los meridianos 8° lO' Y-50 40' y construi-
da sobre el elipsoide de Struve. El factor de re-
ducción es ko = 0.9988085293 que da lugar a la pro-
yección modificada con paralelos automecoicos en
37° lO' 42".857 y 42° 46' 56".667.
Otro tipo de proyecciones conformes son las
estereográficas. La estereográfica de la esfera,
cuyas ecuaciones car tes í anas de la proyección han
sido estudiadas dentro de las proyecciones perspec-
tivas, se obtiene por la correspondencia de los
sistemas isométricos (~ + iA) de la esfera y (log:0 + iy) del plano, sus ecuaciones son pues:
R = Ro tag(¡ + ~)
y = A - Ao
Las 1Inca s í somé t r Icas son las imágenes
paralelos, la isomér.rica cs t aci onu r ia se
a un punto y las ü¡omorfas son las imágenes
meridianos que son rectas concurrentes.
M~s importante, desde el punto de vista carto-
gráfico, es la proyección es t cr cog r.if'Lca del elip-
soide. Esta puede construirse a partir de las fór-
mulas de la proyección Lambert haciendo to" n/2,
lo que da n ;: 1, Ro '" O, el paralelo automecoico
de los
reduce
de los
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se reduce a un punto, uno de los polos, y la super-
ficie cónica a un plano tangente en dicho punto.
Se obtiene una proyección estereográfica polar
conforme que no es una perspectiva y que se utiliza
en la representación de los casquetes polares com-
pletando en esas regiones la extensión de los sis-
temas cónicos y cilíndricos de Lambert y Herca-
toro
De entre todos los sistemas conformes, el de
Gauss, del que vamos a ocupar-nos a continuación t
es el único que tiene un carácter general y que
puede extenderse a todo el globo; todos los husos
que se consideran son idénticos y las fórmulas de
uno de ellos válidas para los restantes siempre
que se considere el mismo .elipsoide.
En principio este sistema es una representación
cilíndrica transversa sobre un cilindro tangente
al elipsoide a lo largo de un meridiano y confor-
me. El meridiano de tangencia se transforma en una
recta sobre el plano, conservándose sobre ella las
magnitudes lineales en su verdadera dimensión. Se
conoce generalmente con el nombre de proyección
de Herca tor transversa o proyección UTM. Para la
obtención de sus fórmulas se establece una corres-
pondencia funcional entre dos sistemas isométricos
del elipsoide y plano que satisfaga las siguientes
condiciones: a) que la representación sea conforme,
b) que la transformada sobre el plano del meridiano
central del huso sea una recta isométrica de base
y se tome como eje y, y e) que el origen del sis-
tema sea la intersección del meridiano central
con el ecuador.
El tratamiento matemático de esta proyección
presenta dos facetas, una es el estudio teórico
de la transformación y otra el establecimiento
~e sus fórmulas prácticas. Un método muy utilizado
consiste en estudiar primero el caso esférico, don-
de la transformación y + ix = f(t + iA) entre sis-
temas isométricos que cumpla las condiciones ante-
riores es:
x = 1 In 1 + sen A cos ~
a 2 1 - sen A cos • tag ra
tti.g •
cos ).
siendo a el radio de la esfera considerada. En este
caso las isométricas e isomorfas se deducen de las
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de la proyección de Mercator directa por una ro-
tación de 90°.
Seguidamente se efectúa una generalización al
elipsoide utilizando la latitud isométrica L cuyo
comportamiento sobre el elipsoide respecto de la
latitud creciente L es el mismo que el de la lati-
tud geográfica t sobre la esfera. De esta forma
lo que se obtiene no es la representación conforme
buscada, sino una doble proyección "doppelprojek-
tion" del elipsoide ·sobre el plano, de expresiones:
th x = sen 1 cos L
a
tag r
a
= tag L
cos 1
obtenida en dos etapas: 1) Haciendo corresponder
latitudes crecientes. se hace una representación
conforme del elipsoide sobre la esfera, esta repre-
sentación conserva las longitudes pero modifica
las latitudes y al paralelo de latitud t del elip-
soide le corresponde el de latitud L de la esfera.
2) Se efectúa una representación conforme de esta
esfera imagen sobre el plano.
Ahora bien. el resultado de esta doble proyec-
ción no es la proyección que interesa pu~s no ve-
rifica la condición b) anterior ya que el desarro-
llo del meridiano que se obtiene es B = .( L a dL,
mientras que el que se desea es B = lo t p d t. de
manera que para que la ordenada represente la ver-
dadera magnitud del arco de meridiano basta expre-
sar la Lntegr-a I del arco en función de la latitud
isométrica . 1·y - f (aL).. o pd. J
el resultado nos dará la función f buscada y por
tanto.la proyección de Gauss-KrUgger.
Para facilitar el trabajo son muy convenientes
los desarrollos de Oscar Adams que dan S en función
de • y • en función de L.
Las isométricas de la proyecc~on de Gauss-
Krügger son curvas algebraicas prácticamente sinu-
soidales. La escala local y las curvaturas se ob-
tienen por los métodos habituales.
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Se obtiene una proyección estereográfica polar
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De entre todos los sistemas conformes. el de
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puede extenderse a todo el globo; todos los husos
que se consideran son idénticos y las fórmulas de
uno de ellos válidas para los restantes siempre
que se considere el mismoelipsoide.
En principio este sistema es una representación
cilíndrica transversa sobre un cilindro tangente
al elipsoide a lo largo de un meridiano y confor-
me. El meridiano de tangencia se transforma en una
recta sobre el plano, conservándose sobre ella las
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conoce generalmente con el nombre de proyección
de Mercator transversa o proyección UTM. Para la
obtención de sus fórmulas se establece una corres-
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del elipsoide y plano que satisfaga las siguientes
condiciones: a) que la representación sea conforme,
b) que la transformada sobre el plano del meridiano
central del huso sea una recta isométrica de base
y se tome como eje y, y c) que el origen del sis-
tema sea la intersección del meridiano central
con el ecuador.
El tratamiento matemático de esta proyección
presenta dos facetas J una es el estudio teórico
de la transformación y otra el establecimiento
de sus fórmulas prácticas. Un método muy utilizado
consiste en estudiar primero el caso esférico, don-
de la transformación y + ix = f(L + iA) entre sis-
temas isométricos que cumpla las condiciones ante-
riores es:
x = 1 In 1 + sen A cos t
a 2 1 - sen A cos •
tag ~
a
Ug • ,Cos ).
siendo a el radio de la esfera considerada. En este
caso las isométricas e isomorfas se deducen de las
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de la proyección de Mercator directa por una ro-
tación de 90°.
Seguidamente se efectúa una generalización al
elipsoide utilizando la latitud isométrica L cuyo
comportamiento sobre el elipsoide respecto de la
latitud creciente L es el mismo qu~ el de la lati-
tud geográfica ~ sobre la esfera. De esta forma
lo que se obtiene no es la representación conforme
buscada, sino una doble proyección "doppelprojek-
tion" del elipsoide 'sobre el plano, de expresiones:
th x = sen l cos L
a
tag r
a
::tag L
cos A
obtenida en dos etapas: 1) Haciendo corresponder
latitudes crecientes, se hace una representación
conforme del elipsoide sobre la esfera, esta repre-
sentación conserva las longitudes pero modifica
las latitudes y al paralelo de latitud ~ del elip-
soide le corresponde el de latitud L de la esfera.
2) Se efectúa una representación conforme de esta
esfera imagen sobre el plano.
Ahora bien, el resultado de esta doble proyec-
ción no es la proyección que interesa pu~s no ve-
rifica la condición b) anterior ya que el desarro-
llo del meridiano que se obtiene es ti :: [L a dL,
mientras que el que se desea es ti = lo ~ p d ., de
manera que para que la ordenada represente la ver-
dadera magnitud del arco de meridiano basta expre-
sar la integral del arco en función de la latitud
isométrica . 1·y •• f (aL)... o pd. I
el resultado nos dará la función f buscada y por
tanto.la proyección de Gauss-KrUgger.
Para facilitar el trabajo son muy convenientes
los desarrollos de Oscar Adams que dan 8 en función
de t y • en función de L.
Las isométricas de la proyecc~on de Gauss-
Krügger son curvas algebraicas prácticamente sinu-
soidales. La escala local y las curvaturas se ob-
tienen por los métodos habituales.
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La puesta en práctica de la proyección UTM está
basada en los de sarrorLos en serie entera de las
funciones f y F que permiten las transformaciones
directa e inversa de coordenadas. Tomando como ori-
gen el meridiano central del huso y un punto
O(to, AO) se obtiene, con At;a t - tOJ AL '" f. -
- f.oJ Ay ; Y - Yo, AA ; A - AO:
Ay + ix a f(AL + iAA) y AL + iAA ; F(Ay + ix),
sólo queda imponer la' condición de que para x ;:
= O, Y a f(í.) ; a donde a es el desarrollo del me-
ridiano sobre el elipsoide a partir del ecuador.
Así se obtienen los siguientes desarrollos, que
sólo iniciamos:
Probleaa directo
1x a ¿ANcos. + 6 A.\'NcosJt (1 - tag2t .•n2) +
+ _1_ AA~Ncos~. (5 _ 18tag2t + tag~. + 14n2 -
120
- 58tagat n2) +
AAa AA~
Y = 8 + - Ncos2• + - Ncos~t tagt (5 - tag2t +
2 24
+ 9n 2 -+ 4n~) .•
habiendo puesto n2 ~ 1 + eZcosz•
Las coordenadas UTM son:
x •• x + 500.000, y = y
Problc.a inverso
x2 x~• = t' - tagt' (1 + n'2) + tagt' (5 +
2N' 2 24N' ,
-+3t4lg2t' + 6n'2 - 6tagZt' n'2 - 3n"-
- 9tag2t' ni') +
x x ' (1 .• 2t ag 2 t' .• ni 2) .• • ••
ÓN I 'eost IN'cost'
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donde ti es la latitud correspondiente a un punto
sobre el meridiano central de la misma ordenada
y que el punto considerado.
Convergencia de aeridianos
Definida
dy
tag r :o:: -,dx
tivamen~e:
la convergencia de meridianos por
los desarrollos anteriores dan respec-
+ e e e
Escala local
Siendo k2 == ds !/ds2 y ko el factor de reduc-
ción, resulta
k = ko {l + ~ AA2COS2• (1 + n!))
k •• ko [1
Reducción ~ la cuerda
El Army Map Service de los Estados Unidos ha
preparado unas tablas de la proyección UTM utili-
zando husos de 6° de ampli~ud que comienzan a con-
tar en el meridiano 180°, y un factor de reducción
ko = 0.99960. Con estas tablas, designadas por
1, II, IlI, •••, XX, los problemas de cálculo se
reducen a efectuar interpolaciones seguidas de
simples productos y sumas.
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Uno de los pr ob I emas que plantea el sistema
UTMes el de la duplicidad de coor-denadas planas
que pueden corresponder a unas mismas coordenadas
geodésicas, cuando se consideran dos husos conti-
guos. Este problema de cambio de huso puede resol-
verse a través de las coordenadas geodésicas, pero
es preferible establecer unas fórmulas de corres-
pondencia funcional entre los sistemas de coorde-
nadas UTMde los husos contiguos y, como hace el
Army Hap Service, tabular las funciones que resul-
ten.' El cambio de huso ha de tenerse en cuenta
también en el cálculo de distancias elipsódicas
a partir de coordenadas UTH en husos distintos,
así como en el cálculo de orientaciones en el mis-
mo caso; esto completa las aplicaciones de la pro-
yección UTH.
Para un completo manejo de la cartografía UTM,
prácticamente la única existente en la actualidad,
pues ha sido adoptada por la mayoría de los países,
debe conocer-se perfectamente la descripción de la
cuadrícula UTM con sus sistemas de referencia,
deben saberse interpretar los correspondientes
gráficos de declinación y convergencia de meridia-
nos y debe conocerse también la cuadrícula UPS
de la proyección estereográfica polar que comple-
menta a la UTMpara regiones con latitudes superio-
res a los 80°. Todo esto se facilita cnormcmcnr.c
con los Il4Lnuales técnicos preparados por el AMS
ya citado y que han sido difundidos por los dife-
rentes países, entre los que se encuentra Espa-
ña.
La proyección plana conforme del elipsoide
tiene dos grandes aplicaciones fundamentales. la
primera es su empleo en navegación y la segunda
el cálculo y compensación de r-edes geodésicas de
pequeña extensión. La puesta a punto y ejecución
de estas aplicaciones constituyen unos buenos ejer-
cicios.
Finalicemos nuestro estudio indicando otras
posibilidades que ofrece la representación confor-
me. Se trata de la representación conforme del
elipsoide sobre la esfera, cuya teoría. con ligeras
modificaciones, puede establecerse a partir de la
de la representación plana ya es tudiada, por lo
que no insis tiremos sobre ello. Sin embargo, sí
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hemos de destacar que las principales aplicaciones
de este tipo de proyecciones no tienen un carácter
cartográfico, sino geodésico y en especial en lo
referente al cálculo de grandes geodésicas, permi-
tiendo la- sustitución de la geometría y trigono-
metría del elipsoide por la esférica, lo que faci-
lita enormemente la resolución de los problemas
geodésicos planteados.
Los conceptos expuestos corresponden a lo que
hemos llamado cartografía matemática. Estos concep-
tos pueden complementarse con la lectura de algunos
manuales sobre técnicas cartográficas, técnicas
de reproducción y cartograf la automática, para lo
que no se requieren conocimientos mate~iticos pre-
vios distintos de los aquí expuestos. La utiliza-
cióp de las cartas o mapas que resultan de la apli-
cación de tales técnicas constituirá el aspecto
práctico de la cartografía que, como dijimos al
principio, interesa no sólo a la geodesia o astro-
nomía sino también ,1 una ¡.!;rancantidad de dj~dplí-
nas que creemos innecesario enumerar.
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PUBLICACIONES DEL INSTITUTO DE ASTRONOMIA y GEODESIA
DE LA UNIVERSIDAD COMPLUTENSE - MADRID
(Antes Seminario de Astronomía y Geodesia)
l.-Efemérides de 63 Asteroides para la oposición de 1950 (1949).
2.-E. PAJARES:Sobre el cálculo gráfico de valores medios (1949).
3.-1. PENSADO:Orbita del sistema visual 02 U Maj (1950).
4.-Efemérides de 79 Asteroides para la oposición de 1951 (1950).
5.-J. M. TORROJA:Corrección de la órbita del Asteroide 1395 "Aribeda" (1950).
6.-R. CARRASCOy 1. M. TORROJA:Rectificación de la órbita del Asteroide 1371 "Resi"
(1971).
7.-J. M. TORROJAy R. CARRASCO:Rectificación de la órbita del Asteroide 1560 (1942 XB)
y efemérides para la oposición de 1951 (1951).
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